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tat zunehmend erst ein und dann noch ein wei-
terer Bandenkopf kréftig auftreten. Diese zeigen
in Ubereinstimmung mit der Erwartung gegen die
14N,-Kante eine Verschiebung von 6 bzw. 12 A
und gehoren somit zu den Molekeln 14N15N und
15N,. Im Entladerohr stellt sich das Gleichgewicht
zwischen den einzelnen Molekiilsorten rasch ein,
entsprechend nimmt die Intensitéit der 14N,-Bande
ab und ist auf der letzten Aufnahme ebenso grofl
wie die der 1°N,-Bande, wihrend die 1#N15N-

11 Auf diese Moglichkeit wurden wir besonders
durch die Arbeiten von K. Wieland hingewiesen,
der z.B. die Haufigkeit der Cl-Isotope auf 5% genau
mit nur 5y HgCl; bestimmen konnte (Helv. chim. Acta
26, 1939 [1943]).
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Bande deutlich intensiver ist. Dies erklart sich
aus der Hiufigkeit der Molekelsorten, die sich bei
reinem 14N15N wie 14N, : 14N15N: 15N, =1:2:1 ver-
halten. -

Unter bestimmten Voraussetzungen lassen sich
die Aufnahmen zur Abschitzung der 1°N-Kon-
zentration heranziehen’. Man ist dann in der
Lage, bereits mit weniger als 1 mg Substanz das
Isotopenverhiltnis mit einer fiir viele Fille aus-
reichenden Genauigkeit anzugeben.

Hrn.Dr. G.Dickel danken wir fiir seine Hilfe bei
den Gasdichtemessungen. Die geplante Fortsetzung
der Arbeit bis zur Reindarstellung des 1N, ist wegen
der Zerstérung der groBen Trennrohranlage im
Herbst 1944 in absehbarer Zeit nicht moglich.

i -1 Verschiebung
Vpot 10 CIN v Banden- uN
Molekel- | Rotationsanteil von Schwinvgungs- VeV, T Vot kopf gegenA N,
sorte der Nullstelle bis zur anteil m in n
Umkehrstelle des in em—1 em ! A be- be-
P-Zweiges rechnet | obachtet
uN, — 194 39344 33585,6 2977,47 — ‘ =
UN1SN — 189 3868,5 33520,2 2983.28 5,81 6
1N, —175 3801,5 33454,6 298912 | 11,65 i 12

Tab. 3. Isotopiee;ffekt am Ubergang 2,0 der Stickstoffbande bei 2977,5 A im 2. positiven System.
(v, = 29670,6 cm—1.)

Uber den Ablauf zusammengesetzter chemischer Reaktionen

Systeme von Reaktionen I. Ordnung

Von WILHELM JOST

Aus dem Physikalisch-chemischen Institut der Universitiat Marburg (Lahn)

(Z. Naturforschg. 2a, 159—163 [1947]; eingegangen am 5. November 1946)

Hermann Braune zum 60. Geburistag gewidmet

1. Es kann gezeigt werden, daB in beliebig kompliziert zusammengesetzten chemischen
Umwandlungen nach der I. Ordnung keine Periodizitit auftreten kann, sofern das Prin-
zip der mikroskopischen Reversibilitit erfiillt ist.

9. Dariiber hinaus gilt die schirfere Aussage: die Konzentration jeder Komponente
dieses Systems kann als Funktion der Zeit hochstens (n-2) Extrema durchlaufen, wenn

n die Zahl der Komponenten ist.

I

s ist bekannt, daf man bei der Berechnung der
wechselseitigen Umlagerung dreier Stoffe nach
nebenstehendem Schema von Reaktionen I.Ord-
nung Losungen konstruieren kann, die einem
Einstellen des Gleichgewichts durch geddmpfte

Schwingungen entsprechen, so-
fern man beliebige Verhilt-
nisse zwischen den sechs Ge-
schwindigkeitskonstanten «;
zuliftt. Die Periodizitdat geht
verloren, wenn man die Giiltigkeit des Prinzips der
mikroskopischen Reversibilitdt zugibt, wie eben-
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falls seit langem bekannt, aber erst von I.. On-
sager?® in allgemeinerem Zusammenhang dis-
kutiert. Das Prinzip der mikroskopischen Rever-
sibilitat verlangt, daB Gleichgewicht fiir jeden
Ubergang besteht, d.h. dafl

-9 9
Ay ey A a
¥ e, 2 a, o a,'
2 21 3 32 1 13

wenn z; lie Konzentration der i-ten Komponen-
ten, der Index g den Gleichgewichtswert bezeich-
net und die Geschwindigkeitskonstante a;, sich
auf den Ubergang der Komponenten i in die Kom-
ponente j bezieht. Daraus ergibt sich eine Bedin-
gung zwischen den o

a., a

12 Oy = Oy Qgy Qjq (2)

23 731 21 732

Das obige Schema fiihrt auf das System der
Geschwindigkeitsgleichungen (x, = dr/dt) :

o= a, x, ik=123, (3)
k
wo sich die «;, ergeben aus den Nebenbedingungen

Dla,=0, i k=123, “)

d. h. die drei Gleichungen sind nicht unabhingig..

Daher ist die zu dem System (3) gehérige charak-
teristische Gleichung?

Gy — A Gy Gy3

a,, Gy — 4 0y =0 )
| —_—
| Q31 Ago Qg — 2|

nur vom II. Grade.

Es existieren nur zwei von Null verschiedene
Wurzeln fiir A. In diesem Fall 1a8t sich mit ele-

*J. Hirnjak, Z. physik. Chem. 75, 675 [1911];
A. J. Lotka, ebda. 72, 508 [1910]; 80, 159 [1912];
J. physic. Chem. 14, 271 [1910]; J. Washington Acad.
Sci. 22, 461—469 [1932]; fiir zahlenmiiBige Rechnun-
gen und eine allgemeine Ubersicht sei insbes. auf
A. Skrabal verwiesen (Homogenkinetik, Stein-
kopff, Dresden 1941). Z. physik. Chem. B 6, 382 [1930] ;
vergl. auch V. Volterra, Rend. Seminar Mat.
Milano 3, 158 ff. [1910].

W.JOST

mentarer Durchrechnung (vergl. z.B. Skrabal?)
zeigen, dal} A reell ist.

II.

Es ist nun die folgende Verallgemeinerung evi-
dent: geht man zu 4, allgemein zu n Umsetzungs-
produkten iiber, so erhélt man zu dem Schema

R

25

(wobei wieder die Geschwindigkeitskonstante o,
dem Ubergang von der Modifikation i in die
Modifikation j entsprechen soll) die zu (3) analo-
gen Umsetzungsgleichungen mit i, k=1, 2....n
mit zu (1), (2) und (4) analogen Nebenbedin-
gungen sowie daraus abzuleitenden Bedingungs-
gleichungen fiir die verschiedenen moglichen
Vierercyclen usw.:

Uiy Qgg Ogy Gy = Gy Oy Ay Oy

(6)

Wenn die Dreiercyclen ausfallen (infolge Null-
werdens der entsprechenden Konstanten), so
kann eine der Gleichungen (6) als einzige Neben-
bedingung iibrig bleiben, etwa die erste zu dem
Schema

Der Beweis, daB die zu (8) miti, k=1,2...n
gehorige charakteristische Gleichung

_ |

n /%~ G 13 |

ay, Qpp— A Gy . ..
.{: 0o

. -{

a, . a,, o a,, — 1.

*L. Onsager, Physic. Rev. (2) 37, 405 [1931];
38, 2265 [1931].

8 Vergl. die Literatur iiber Differentialgleichun-
gen, z.B.B.E. Kamke, Differentialgleichungen reel-
ler Funktionen, Leipzig 1930; vergl. a. u. Abs. IV.
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mit den entsprechenden Nebenbedingungen nur
reelle Wurzeln hat, stand bisher aus. Der Beweis
fiir die Realitit der Wurzeln von (7) laBit sich
nach M. Krafft wie folgt fiihren: Die in (7)
stehende Determinante wird mit dem Faktor

0,0 - . . 0,
0,0 - . . 0,

=1

wie folgt multipliziert. Jeden Faktor des Zahlers
multiplizieren wir mit der Spalte gleicher Num-
mer, jeden Faktor des Nenners mit der Zeile
gleicher Nummer und erhalten:

,ﬂn—}“ B -‘313 ot ‘
‘321 ﬂ22_;' ‘323
‘gnl ‘Bn2

wobei

Uber die zunichst willkiirlichen o wird nun
so verfiigt, daBl

ﬂijzﬂji

wird; d.h. es muf}

o Y _g % 8 _1/%_1/%
g oy 0; %z v

sein [n.Gl (1)]. Diese Bedingung ist erfiillt mit

=) 2.

Damit ist der Beweis fiir die Realitit der Wur-
zeln auf den bekannten Beweis fiir die der Siku-
largleichung zuriickgefiihrt und Periodizitit der
Losungen von (3) ausgeschlossen:’

IIT.

Es ist bemerkenswert, dai von der Bedingung
(4) fir diesen Beweis nicht Gebrauch gemacht
wird. Das bedeutet, die Wurzeln bleiben noch
reell, wenn man die «,; durch beliebige andere
reelle Grofen ersetzt.

Will man dariiber hinaus beweisen, daf die A

* C.Bankwitz, Math. Ann. 103, 145 [1930]. Die

von Bankwitz gemachten Voraussetzungen sind
hier erfiillt bzw. immer erfiillbar.
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negativ sein miissen (abgesehen von der trivia-
len Losung A = 0), wie dies der physikalische
Tatbestand erfordert, dann ist auch diese Bedin-
gung (4) erforderlich. (%) fiihrt auf eine Glei-
chung, in welcher die Koeffizienten als Summen
von Hauptminoren der Matrix der «,; gegeben
sind. Aussagen iiber die Vorzeichen dieser Haupt-
minoren liefert ein Determinantensatz von Bank ;
witz®
Bei Determinanten:

Al—}—Zaly —a, - —a,, I
—ay 4,+2a,, — %
'=A
m
—a,, — s - A, +3a,, ©)
mit
A/Vl a‘u,yio

ist jeder Hauptminor > 0. Diese Determinanten
m-ter Ordnung unterscheiden sich von den bei
uns auftretenden um einen Faktor (—1)m Da
in unserer Schreibweise die Unbekannte als Fak-

tor (— A)n—m auftritt, so lautet die resultierende
Gleichung

QAR Y L G} R
+b,(—=1)'=0, (10

wo allep >0 sind (b, = 0). Nach Wegheben des
Faktors (—1)» sind also samtliche Koeffizienten
positiv. Nach der Descartesschen Vorzeichen-
regel sind siémtliche Wurzeln daher negativ. Die-
sen zweiten Teil des Beweises verdanke ich Hrn.
K. Reidemeister.

IV.

Das vorliegende System linearer Differential-
gleichungen I.Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten erlaubt eine Transformation auf ,Nor-
malkoordinaten‘‘®

E=Dlv,a, i=12 .. . n, 1

so dafB} F
é,'zligi,’ (12)
also g=ae’, (12a)

® Vergl. etwa Kamke3 Es ist also weiter z;

Zf;"’ & wo H;‘,‘ || die zu || 7;,]] reziproke Matrix.
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wobei die A, die Wurzeln der charakteristischen
Gl. (7). Allgemein konnen wir setzen:

§1:Zxk=a1; §.1:0'51
2

(Satz von der Erhaltung der Masse).

(13)

Die Gln. (12, 12a) stellen die ,,Bahnkurven* des
Systems dar. Speziell im Fall n=3 kommt zu (13)
die Beziehung hinzu:

3 g—Ae __ A3 ,— A
§2a§3 s_a2sa3 2

Die Bahnkurven sind ,, W-Kurven“®, deren Eigen-
schatten bekannt sind. Fiir reelle Exponenten
sind dies parabeldhnliche Kurven, die durch den
Nullpunkt des Koordinatensystems der &,, &,
verlaufen, der von beiden Seiten her fiir ¢— o
erreicht wird. Eine durch den Punkt &,, €, =0
gehende Gerade? schneidet einen Ast der W-
Kurve in einem weiteren Punkt. Infolgedessen
werden auch die Geraden
O=z,=3a,z,, , k=123 (14
nur in einem Punkt geschnitten und die Kurven
z (t) konnen hochstens ein Extremum aufweisen.
Fiir beliebig viele Variable gilt folgendes. Bei
n Variablen kann die Bahnkurve als Kurve im
(n-1)-dimensionalen Raum gedeutet werden (we-
gen &, = const.); die Projektionen dieser Kurve
auf sémtliche zweidimensionalen Koordinaten-
ebenen (z.B. ,8,) sind W-Kurven (Gl.12b);
mit einer durch den Nullpunkt der &,....%,
gehenden (nm-2)-dimensionalen Hyperebenen (Be-
dingungsgleichung fiir aki =0 und mit der Glei-
chung &, =const.) kann die Bahnkurve hochstens
(n-2) Schnittpunkte (aufier dem Punkt &, =&,
=...§,=0) gemeinsam haben. Also kann ein z,
in einem n-Komponenten-System hochstens (n-2)
Extrema annehmen. Dieser Satz laft sich, wegen
des Baus der Differentialgleichungen, sofort auf
samtliche Differentialquotienten der z iibertra-
gen. Es ist also z. B. auch ein solcher Verlauf der
Konzentration gegen die Zeit ausgeschlossen, bei
dem zwar die Zahl der erlaubten Extrema nicht
iiberschritten wird, dazwischen die Reaktions-
geschwindigkeit aber beliebig ab- und zunimmt?®

(zusiitzliche Extrema in z!).

6 Vergl. F. Klein u. S. Lie, Math. Ann. 4 [1876].
7 In der Ebene (13).
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Was ist die Bedeutung der &; ? In dem (sonst
uninteressanten) Fall der wechselseitigen Um-
wandlung nur zweier Substanzen kann man &,
und &, durch rein physikalische Uberlegungen
finden als diejenigen unabhingigen Linear-Kom-
binationen, welche sich exponentiell mit der Zeit
dndern. Dal & =z, +z, (=a,e%; % =0) sein
muB, ist evident. &, kann nur monoton gegen 0
gehen. Diejenige Linearkombination von z, und
z,, welche fiir t—occ zu 0 wird, ist durch das
Massenwirkungsgesetz gegeben (9, a¢ Gleichge-
wichtswerte) :

f ay —aja,=0. (15)

Also kann E2 nur gleich z, ®,,—%,a,, werden,

und man iiberzeugt sich, daB mit A, =—(2,,+,,)
die Gleichung erfiillt ist

§2 =4, E - (16)

Bei mehr als zwei Variablen reicht diese Be-
dingung, obwohl sie notwendig ist, nicht mehr
zur Bestimmung der Linearkombinationen &, ...
g, aus.

Es gibt unter den Bahnkurven gerade Linien;
dies sind die Achsen des transformierten Koordi-
natensystems &,, €, =0 (bei n =3). Liegt der
das System représentierende Punkt auf einer Ge-
raden &, oder £,=0 (bzw. bei mehr als 3 Variab-
len auf einer der Ebenen bzw.Hyperebenen &;=0),
so mub er, wegen &, =%, & =0, dauernd auf die-
ser verbleiben. Daraus ergibt sich in gewisser
Analogie zu den Verhéltnissen in der Dynamik
der Punktsysteme die folgende Bedeutung der
Normalkoordinaten: es existieren in einem Sy-
stem mit n Variablen neben der trivialen Kom-
bination (13) (n—1) Linearkombinationen g,
der Koordinaten z;, welche die Eigenschaft haben,
daB sie exponentiell mit der Zeit auf Null ab-
klingen und dal man einzelne von diesen unab-
héngig von den anderen ,anregen‘ kann.

Kann man aus den Differentialgleichungen der
Reaktionskinetik (allgemein, nicht nur im Falle
von Reaktionen I. Ordnung) nur folgern, daf} die
Freie Energie bzw. das Thermodynamische Po-
tential eines isothermen Systems sich nur mono-
ton #ndern, ndmlich abnehmen kann, so gilt nach

8 Auch der radioaktive Zerfall gehort als ausge-
arteter Fall zu den obigen Betrachtungen; der Be-
weis von II ist dann zwar nicht giiltig, aber auch
nicht notig, da man die Realitit der Wurzeln ohne-

hin sofort erkennt. Alle Beziehungen von IV. lassen
sich an diesem Beispiel bequem verifizieren.
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obigem das gleiche fiir die (n—1) ausgezeichneten
Kombinationen der Koordinaten.

Ubrigens ist es moglich, eine Potentialfunktion
® zu definieren, als deren partielle Ableitungen
nach & man die Ei erhilt. Eine tiefer gehende
physikalische Bedeutung dieser Funktion ist aber
nicht zu erkennen.

Das Ziel unserer Untersuchung muf natiirlich
sein, zu allgemeinen Aussagen auch fiir Systeme
nichtlinearer Gleichungen zu gelangen. Einfach

einsehen lafBt sich zunichst nur, dal auch bei
speziellen Gleichungssystemen II. Ordnung sowie
I. und II. Ordnung gleichzeitig in der Umgebung
des Gleichgewichts die obigen Beziehungen n#he-

‘rungsweise bestehen bleiben.

Hrn. M. Krafft bin ich fiir den in II. enthaltenen
Beweis zu Dank verpflichtet. Hrn. K. Reidemeister
habe ich fiir zahlreiche anregende Diskussionen wih-
rend der Monate grofiter dulierer Unruhe zu danken,
die fiir die vorliegende Arbeit (insbes. Teil IV) ent-
scheidend waren.

Uber Wasserstoffaustauschkatalyse an oxydischen Kontakten

Von ArNoLD EuckeN und EwALD WICKE

Aus dem Institut fiir Physikalische Chemie der Universitit Gottingen

(Z. Naturforschg. 2a, 163—166 [1947]; eingegangen am 14. Oktober 1946)

Hermann Braune zum 60. Geburtstag gewidmet

Es wird die Vorstellung entwickelt, dal sich bei der Spaltung von Alkoholen in
Wasser und von Olefinen an oxydischen Kontakten (Bauxit und y-Al,0;) oberflichliche
Hydroxylgruppen der Kontaktsubstanz katalytisch betitigen. Die Wirksamkeit dieser
Hydroxylgruppen beruht auf einem durch das ,Prinzip der geringsten Strukturéinde-
rung” ausgezeichneten Austauschmechanismus von H-Partikeln. Aus dieser Vorstellung
ergibt sich eine Reihe von Folgerungen iiber den Einflul der Besetzungsdichte der
Oberfliche mit Hydroxylgruppen, iiber die durch den Austausch zu iiberbriickenden
Atomabstinde und iiber das Verhalten mit OD-Gruppen besetzter Kontaktoberflichen,
die experimentell nachgepriift und mit dem entworfenen Reaktionsmechanismus in Ein-

klang gefunden werden.

n einer fritheren kurzen Mitteilung! wurde fiir

die Wasserabspaltung aus Alkoholen an Oxyd-
kontakten folgendes Schema des Reaktionsablaufs
an der Kontaktoberfliche entwickelt:

Abb. 1. Der Zerfall von Isopropylalkohol in Wasser
und Propylen an Aluminiumoxyd (schematisch).

Hiernach liefert eine oberflichliche Hydroxyl-
gruppe des Kontaktes ein H-Atom zu der ent-

1 A, Eucken u. E. Wicke, Naturwiss. 32, 161
[1944].

stehenden Wassermolekel, wihrend gleichzeitig
ein H-Atom einer Methylgruppe zu einem benach-
barten Sauerstoff des Kontaktes iibertritt und dort
eine neue OH-Gruppe bildet. Die Kontaktober-
fliche wirkt hierbei somit als Wasserstoffaus-
tauschpartner, indem sie die Ubertragung von
‘Wasserstoffatomen iiber rdumliche Entfernungen
vermittelt, ohne dafl hierzu erhebliche Verzerrun-
gen der Alkoholmolekel — wie etwa fiir die gleiche
Reaktion im homogenen Gasraum — erforderlich
sind. Die rdumliche Anordnung der Reaktionspro-
dukte wird im Adsorptionskomplex bereits weit-
gehend vorgebildet, so dal fiir das Umspringen
der Valenzelektronen keine erheblichen raum-
lichen Verschiebungen von Atomschwerpunkten
mehr erforderlich sind. Hierauf beruht die eigent-
liche reaktionsbeschleunigende Wirkung des Kon-
taktes. Dieser Grundsatz ist als ,,Prinzip der ge-
ringsten Strukturdnderung bei organischen Re-
aktionen, in der angelsidchsischen Literatur als



